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Apstrakt

U radu ée biti razmotrena unutrasnjost Svarcsildove crne rupe koja
je predstavljena difeomorfnim homogenim i anizotropnim Kantovski-
Saks minisuperprostornim kosmoloskim modelom bez polja mater-
ije i kosmoloske konstante. Lagranzijan ovog modela se pogodnim
smenama svodi na Lagranzijan dva dekuplovana oscilatora jednakih
frekvenci od kojih jedan ima negativnu energiju. Model ¢e biti prezen-
tovan u klasiénom, p-adi¢tnom i nekomutativnom slucaju. Na kraju ¢e
u okviru standardnog kvantnog pristupa biti napisana Viler-de Vitova
jednacina i odredeno njeno opste resenje, odnosno talasna funkcija
modela, a potom konstruisana i adeli¢na talasna funkcija.



1. Uvod

Proucavanje fizike crnih rupa zauzima vazno mesto u oblasti kvantne
gravitacije. Naime, opsta relativnost predvida postojanje singular-
iteta kod ovih objekata, kao i inicijalnog singulariteta univerzuma. To
nam pruza mogucénost da proucavanjem osobina crnih rupa dodemo
do znacajnih zakljucaka vezanih za rane faze nastanka univerzuma.
U oba slucaja dinamika materije i prostor-vremena na Plankovoj
skali nuzno podrazumeva kvantni pristup. U odsustvu kompletne
teorije kvantne gravtacije, ispostavlja se vaznim razmotriti klasi¢ne
kosmoloske modele i njihove kvantne verzije u pristupu preko kanonske
kvantizacije ili kvantizacije preko integrala po traektorijama. Oba
pristupa podrazumevaju odredivanje talasne funkcije (univerzuma) za
neki kvantni kosmoloski model, pri ¢emu se u prvom sluc¢aju talasna
funkcija dobija reSavanjem Viler-de Vitove jednacine [1], a drugom
iz Fejnmanovog minisuperprostornog propagatora uz odgovarajuci
grani¢ni uslov (najpoznatiji su Vilenkinov [2] i Hartl-Hokingov [3]).

U ovom radu bié¢e razmotrene osobine unutrasnjosti Svarcsildove
crne rupe preko dinamike, Svarcsildovom resenju difeomorfnog, min-
isuperprostornog homogenog i anizotropnog Kantovski-Saks kos-
moloskog modela. Ovaj difeomorfizam se unutar Svarcsildove sfere
zasniva na koordinatnoj transformaciji t <> r, koja Svarcsildovu pre-
vodi u anizotropnu Kantovski-Saks metriku. U okviru klasi¢nog anal-
itickog pristupa Lagranzijan modela, u odsustvu polja materije i kos-
moloske konstante, pogodnim smenama sveS¢emo na Lagrazijan dva
dekuplovana oscilatora jednakih frekvenci od kojih jedan ima nega-
tivnu energiju.

Motivisani moguéom nearhimedovom i/ili nekomutativnom struk-
turom prostor-vremena na Plankovoj skali [4], razmotri¢emo p-adi¢nu
a zatim i nekomutativnu formu ovog modela. Predikcija diskretnosti
strukture prostor-vremena Plankove skale zajednicka je za oba pris-
tupa i p-adi¢ni i nekomutativni. U p-adi¢nom sluc¢aju ova diskretnost
je prisutna implicitno [5], a u nekomutativnom eksplicitno preko ko-
mutacionih relacija nekomutirajuéih koordinata i/ili njima konjugo-
vanih impulsa. Nekomutativne koordinate su prvi put upotrebljene
od strane Vignera [6] i Snajdera [7]. Ova ideja primenjena od strane
Konesa [8] i Voronovica [9] u nekomutativnoj geometriji, omogucila je



razvo] nove formulacije kvantne gravitacije preko nekomutativnog
diferencijalnog racuna [10, 11].

Nakon odredivanja i dekuplovanja Lagranzijana za klasi¢ni ani-
zotropni Kantovski-Saks model unutrasnjosti Svarcsildove crne rupe,
za p-adi¢nu fromu modela bic¢e odreden p-adi¢ni propagator i uslovi
egzistencije vakuumskih p-adi¢nih stanja. U nekomutativnom slucaju
iz nekomutativnog Lagranzijana odredi¢emo odgovarajuéi Fejnmanov
propagator. Potom ¢emo, slede¢i Hamiltonov formalizam, za kvantnu
formu modela, u komutativnom sluc¢aju, napisati Viler-de Vitovu
jednacinu i odrediti njeno opste reSenje odnosno talasnu funkciju un-
utrasnjosti nerotirajuce i nenaelektrisane (Svarcéildove) crne rupe. Na
kraju ¢e biti konstruisana i adeli¢na talasna funkcija modela.

2. Klasi¢éni model

U kanonskoj formulaciji Opste teorije relativnosti polazi se od 341
dekompozicije metrike (na dalje u prirodnom sistemu u kome je i =
c=1):

ds?® = g datda” = —N?dt* + hiy(de' + N¥)(da* + N®)dt, (1)

gde je sa N oznagena tzv. laps funkcija, a sa N* komponente §ift
vektora. Ajnstajn-Hilbertovo dejstvo u ovom pristupu ima sledeéi
oblik:

S

Sg+SYGH+Sm
1 )

(3) 1k L 2 3
Tst/M[ R+ K*K, — K QA}N\/Edtdx

+ / L, NVhdtd®z, (2)
M

gde je Sy dejstvo gravitacionog polja, Sygn Jork-Gibons-Hokingov
graniéni ¢lan, S,, dejstvo materije, G gravitaciona konstanta, ®) R je
Ricijev skalar a h determinanta metrickog tenzora h;; unutrasnje 3-
geometrije, K;; tenzor spoljasnje krivine (pri éemu je K = K*;), dok
je L., gustina Lagranzijana materije, a A kosmoloska konstanta.



Polazimo od Svarcsildovog metrickog elementa za centralno-
simetri¢no gravitaciono polje:

Tg

ds? = —(1— ") + (1 — 29)=1ar? 4 12(d6? + sin? 0dy?),  (3)
T

r
koji divergira za r = 0 (Svarcsildov ili gravitacioni singularitet) i na
takozvanoj Svarcsildovoj sferi (horizontu dogadaja) za r = Tg, gde je
rg = 2?;" gravitacioni ili Svarcsildov radijus tela mase m. Ovaj drugi
singularitet je ” prividni” ili koordinatni i moze se otkloniti pogodnom
transformacijom koordinata (npr. Kruskal-Sekeresovim).

Sa druge strane iz (3) vidimo da za r < rg, tj. unutar hori-
zonta dogadaja, u Svarcsildovoj metrici komponente metrickog ten-
zora goo = G#t 1 g11 = ¢grr menjaju znak. To nam sugeriSe da
na neki nacéin prostor i vreme menjaju uloge kada se prode kroz
horizont dogadaja. Naime, ono $to je vremenska koordinata za
spoljasnjeg posmatraca postaje za unutrasSnjeg prostorna u smislu
samo jednog moguéeg pravca kretanja (za spoljasnjeg posmatraca
u vremenu, a za unutra$njeg u prostoru-ka singularitetu). U tom
smislu mozemo razmotriti moguénost da unutrasnjost Svarcsildove
sfere opiSemo kvadratnom metrickom formom dobijenom zamenom
t <> r u njen standardni sferno-simetri¢ni oblik (3) tj. formom:

ds?® = —(T—g
t

— 1) tar? + (%g — 1)dr® 4 t*(d6* + sin? 0dp?),  (4)
¢ije metricke komponenete eksplicitno zavise od vremena. Prethodni
izraz je upravo oblika:

N2
v(t)

Sto je zapravo homogena i anizotropna Kantovski-Saks metricka forma
sa dva faktora skale h i v. U ovom slucaju iz (4) i (5) vidimo da je
v(t) =" —1, h(t) =t i N(t) = 1.

Iz Ajnstajn-Hilbertovog dejstva (2), bez polja materije (L,,=0)
i kosmoloske konstante (A = 0), sa metrikom oblika (5) do-
bija se Lagrazijan vakuumskog Kantovski-Saks modela unutrasnjosti
Svarcsildove crne rupe [12]:

ds® =

dt* + v(t)dr? + h2(t)(d6? + sin? 0dp?), (5)



__ |t
© &G |N

gde je Vo = 4 [ dr zapremina dela prostora (izrazena u dimenzijama
duzine) u kojem je dejstvo konaéno. Reskaliranjem laps funkcije:

(hhv + h*v) — N |, (6)

N = Vh2uN, (7)

uz transformacije [13]:

(®)

Lagranzijan (6) postaje dekuplovan po promenljivima u i v:

L = —MAVoN~'(i? —9%) + MAVoN (u? —v?)
M2V, - -
- —%0 [(u? ~ N2y - (% - N%?)} , 9)

gde je My = \/ £ ~ 10'8GeV redukovana Plankova masa. Impulsi

konjugovani u, v, N su, respektivno:

oL 2VoMy
v = —=-—-——"20q, 1
yis 5 N (10)
oL  2VoMY
Ty = % - N v, (11)
L
ON

Poslednji izraz predstavlja tzv. primarnu Dirakovu vezu. Hamiltoni-
jan sistema u kanonskim promenljivim je tada:

H = uﬂu—%bwv—l—]iﬁrN—L
N 8
= ———— (72 —72) = VoM3AN(u® — v?). (13)
M2V, g

Obzirom na postojanje primarne Dirakove veze (12), Hesijan sistema
je jednak nuli, sto znaci da je LagranZijan sistema singularan tj. da sis-
tem dinamickih diferencijalnih jednac¢ina drugog reda po u, v, N nema



jednoznaé¢no resenje po najstarijim izvodima ovih funkcija. To povlaci
odsustvo jednozna¢nog partikularnog resenja za date pocetne uslove,
te ¢injenicu da Hamiltonijan tada nije jedinstven. U tom slucaju se
uvodi i tzv. kanonski (totalni, efektvni) Hamiltonijan:

H =H+Mrg = (7‘(’2—7‘(‘3)—VoMglN(UQ—U2)+>\7TN, (14)

IV,

gde je A = A(t) Lagranzev multiplikator. Sekundarna Dirakova veza
(Hamiltonov uslov) je tada:

oOH
TN = v Hetpz = G H}p=——==H=0, 15
Ty ={my b {75, H}p ON (15)
pri ¢emu je:
1
H= (12 —72) = VoM (u? —v?), (16)
4M:3lV0 p

Sto ¢e u postupku kvantizacije dati Viler-de Vitovu jednacinu.
Imajuéi u vidu slobodu izbora laps funkcije N (fiksiranja gejdza),

M2V, . . c . .
faktor —%0 u (9) mozemo smatrati konstantnim. Stavljajuéi da je

N = w, i imajudi u vidu invarijantnost dinamike sistema u odnosu na
mnozZenje Lagranzijana konstantom, umesto (9) mozemo posmatrati:

L= (4? — w?u?) — (* — wv?), (17)

kao Lagranzijan koji opisuje dinamiku modela. Odgovarajuce Ojler-
Lagranzeve jednacine su:

i +w?u=0, ¥+wv=0, (18)

dekuplovane jednacine dva oscilatora jednakih ferkvenci, sa opstim
reSenjimas:

u = Aj cos(wt + Az), v = By cos(wt+ Bs), (19)

gde su A1, Ao, By, By integracione konstante. Zamenom ovih resenja
u Hamiltonov uslov (15), dobija se da je Ay = £B;. To je posledica
¢injenice da je re¢ o oscilatorima istih frekvenci, pri ¢emu jedan o



njih ima negativnu energiju koja je po apsolutnoj vrednosti jednaka
energiji drugog oscilatora.

Partikularna reSenja, za pocetne ulove u(t') = o/, u(t”) = u”,
v(t) =0 iu(t") =v", su:

St =) | sine(t ~ 1)

u(t) = sin(w(t’ —t')) sin(w(t” — 1))’ 2
L Sin(W(tH _ t)) o sin(w(t - t’))

v(t) = sin(w(t"’ —t')) - sin(w(t” — 1)) .

Zamenom (20) i (21) u (17) dobija se klasi¢ni Lagranzijan L, a
njegovom integracijom po vremenu klasi¢no dejstvo za ovaj model:
t//
Scl (u// UN t”'u’ UI t/) :/ Lcl dt
t/
U”2 +’U/2 2"y
tan(wT)  sin(wT)

u//2 + u/2 2y’
tan(wT)  sin(wT)

, (22)

gdeje T =t¢" —t.

3. Klasi¢éni i kvantni model u p-adiénom
slucaju

U p-adiénom prostor-vremenu Lagranzijan (17) i jednacine kretanja
(19) imaju formalno isti oblik, ali sa promenljivima koje uzimaju vred-
nosti iz polja p-adi¢nih brojeva @),. ReSavajuéi p-adi¢ne jednacine kre-
tanja za pocetne uslove u(t') =o', u(t”) = u”, v(t') =v" i v(t") ="
dobijamo p-adi¢no partikularno resnje. Njegovom zamenom u p-adi¢ni
Lagranzijan i njegovom integracijom po p-adi¢nom vremenu dobijamo
klasiéno p-adi¢no dejstvo, koje ima istu formu kao i u realnom slucaju
(22), ali sa p-adiénim vrednostima promenljivih i dugacijom oblasti
definisanosti i konvergencije p-adi¢nih funkcija [4]. Imajuéi to u vidu,
mozemo napisati klasi¢no p-adi¢no dejstvo modela u slede¢em obliku:
o
S;l (u//’,U//’ t";u',v’,t') _ /t/ L]c)l dt
1}//2 +v/2 '’

tan(wT)  sin(wT)

2 2
u 4 u’ 2"y’

tan(wT)  sin(wT)

» (23)




gde je T =t" —t/, t/, t" € Qp. U ovom slucaju, sinz i tanz
su p-adi¢ne trigonomerijske funkcije koje su definisane kao redovi
(iste forme kao i u realnom slucaju) ¢ija je oblast konvergencije
Gp ={z € Qp: |zl < |2plp} [4]-

Dinamika p-adiénog kvantnog modela je opisana unitarnim evolu-
cionim operatorom U (t) zadanim u integralnom obliku:

Up(t)y(x) = ; Ki(x, y)d(y) dy, (24)

gde je Ki(z,y) kvantno-mehanicki propagator koji je definisan Fejn-
manovim funkcionalnim integralom:

a’ " "
Kp(2" 2l t) = / Xp (-ill/ L(g,q,1) dt) Dg,  (25)
@t ¢/

pri ¢emu je xp(a) = exp(2mi{a},) p-adiéni aditivni karakter, i {a},
je razlomljeni deo p-adi¢nog broja a. Opsta formula za propagatore
za kvadrati¢ne Lagranzijane, validna u realnim, p-adi¢nim i adeli¢nim
(klasi¢nim) prostorima je pronadena [14, 15]. Za sistem sa dva deku-
plovana stepena slobode je:

1 82SCZ 1 a2scl
/N Y A _ = p R
ICP(U UM AN 7t) = )‘P ( 28”//au/> )‘P ( 2 9" O’

1 1
2 2

9? S;l
ou ou’

9%5¢!

v v’ XP(_SZC)Z>7 (26)

p p

gde je A, (z) kompleksnoznacéna aritmeticka funkcija (za njenu defini-
ciju vidi Ref. [4]). Zamenom (23) u (26) dobijamo:

Xp(=55), (27)

AN R A Y N
Kpu”, 0"t ,u,v,t)’
P

N

§to je p-adi¢ni propagator za ovaj dvooscilatorni model.

Postojanje vakuumskih/osnovnih stanja je od sustinske vaznosti
za svaki kvantno-mehanic¢ki model. Uslovi za egzistenciju vakuumskih
p-adicnih stanja oblika (karakteristi¢ne) € funkcije su odredeni sa [5]:



/Cp (u//7 ’U”, t”; u/7 ’Ul, t/) du’ dv'
|u'|=p= J|v'|=p~#

= Q") V), (28)

(p-adiéna funkcija Q(]z|,) ima vrednosti 1ili 0, za |z, < 11ili |z[, > 1,
respektivno). Zamenom (27) u (28) dobijamo p-adi¢na vakuumska
stanja:

U (u,0) = Q" Jul )2 oly). vop=0,41,22. (29)

koja postoje u regionu konvergencije, G, = {w+T € Qp : |wT|p, <
12p|,}, analitickih p-adiénih funkcija sin(w+T') i tan(w4T).

U opstem slucaju, p-adicno vakuumsko stanje je degenerisano.
Vakuumsko stanje tipa ¢ funkcije zadovoljaval[5):

/ / Ky (@ 0" ¢4 0 ) du’ dof
= Jjor|=p
= 3" =" )" —v"]p)- (30)

Zamenom (27) u (30) dobijamo:

5" — [ulp)5(p" — [v],), [T, < p2=?
(y,u) — p P/ P )
Wy s v) = { 52" — ulo)3(2 — [o]s), |T]s < 220w—s, BV

zav,p =0,—1,-2...

4. Model u nekomutativhom prostoru

Struktura prostor-vremena na Plankovoj skali je jedno od najizazovni-
jih pitanja fizike visokih energija. Sa stanovista matematicke fizike
dva najopravdanija pristupa ovom probelmu su: nearhimedovi pros-
tori, §to smo upravo delimi¢no razmatrali, i nekomutativni pristup.
Nekomutativni prilaz bi¢e prezentovan u ovom delu rada.

U prisustvu nekomutativnosti prostornog tipa, tj. {u,v},. =00,
{u, mutpe = {v,motpe = 1, {u, o }pe = {0, mutps = 01 {7y, T }p2 =0,
uz transformacije:



u—>u—g7rv=u—|—9i/, (32)

2
6 .
v—>v—|—§7ru=v—|—9u, (33)
dvooscilatorni Lagranzjan (17) postaje:
Lo = [(14+w?0?)id” —wu?®] — [(1+w?0?)i® — w’v?]
+ 20w [uv — vu] . (34)

Odgovarajuée Ojler-Lagranzeve jednacine su:
il + 20wit + wiju =0, ¥+ 20wit + wiv = 0, (35)

gde je wy = \/ﬁ. U komutativnom regionu (6§ = 0) Lagranzijan
(34) i jednacine (35) postaju Lagranzijan (17) i jednacine (18), re-
spektivno.

Sa druge strane, opste resenje od (35) je:

u(t) = Crcos(Qt)+Casin(1t)+Cscos(Qat)+Cysin(Qat), (36)

29&1391 29(4}391

t) = ———=C Oqt ——

U() wgig% 2 cos( 1)+w379%
29w§

29&}3(22 QQ .
—— Qot) + —— Qot
wg — Q% C4 COS( 2 ) + wg — Q% Cg sm( 2 ), (37)

Cl Sin(Ql t)

pri ¢emu je:

2w2 — 402wH++/(2w2 — 46203)2 — 4w E
9172 _ ( [ 9) \/(2 0 9) [ , (38)

uz uslov da je wg # QF 5 > 0. Za pocetne uslove u(0) = v/, u(T) = u”,
v(0) =v i v(T) =", iz (36) i (37) dobijamo klasi¢no reenje, ¢ijom
zamenom u (34) dobijamo klasi¢ni Lagranzijan. Njegova integracija
po vremenu daje klasi¢no dejstvo u nekomutativnom slucaju:
%71116'2 + %722””2 + %7331/2 + %7441//
712u/u// +’713'LL/'U/ +’}/14UI'U”

cly, 1 1 AN 2
Sg' (u”, 0", T;u',v",0)

- -

7231}/”// +724u//1}// +FYS4U/U//7 (39)

10



gde je:

1
Yig = ﬁ[(aziazj ag;00;5) sin(204 1)
+  (ag;00j + agjars)(cos(24T) — 1) K1
1
+ 7[(@4104]' — 0131'043]) sin(2Q,7)
20
+ (0141'0(33' + 054]‘0431‘)(COS(292T) — 1)}K_
1
+ Q + Q, [(0421044J +a2]044z—0612a3J — 034 Sln(( —‘,—Qg) )
+  (ariaujtogjou+agsaz;+agjos)(cos((Q+Q2)T)—1)] K,
1
+ 7[(0‘22044] +agjay+agias; +041J0432)sm( 91792) )
0 — O
+ (0[11'0143' +Oélja4¢7012i053j70&2j0[3i)(COS((01792 T) — 1)}K+
+ T(a21a2] + alzalj)K + T(Oé41064j + 0‘310[3])K;_7 (40)

pri cemu je ¢ < j = 1,2,3,4. Koeficijenti o i K su dati sa (53) i
(54), respektivno, u Dodatku A. Izrazi (39) i (40) su formalno istog
oblika kao i u Ref. [16].

Opsta forma Fejnmanovog kernela za kvadrati¢no dejstvo u neko-
mutativnom 2D prostoru je [17]:

:l
"o o 1 aa’gl aa’iicl i
Ko(u”, 0", T;u',0",0) = o det o EL u ’{

Bv”au/ 61)”61)

X

-
exp (:Sgl(u”,v"7T; u’,v'70)). (41)

Zamenom (39) u (41) dobijamo propagator:

1

Ko(u” 0", Tiu',0v",0) = - V12734 — 114723

omi
exp (:S(Sl (" 0" Ty 0 0)) (42)

X

11



5. Viler-de Vitova jednac¢ina modela

U okviru standardnog kvantnog pristupa, slede¢i proceduru kanonske
kvantizacije, varijable iz klasi¢cnog dela prelaze u kvantne opserv-
able, odnosno Ermitove operatore u odgovaraju¢em prostoru stanja.
Sekundarna Dirakova veza (Hamiltonov uslov) (15) postaje sta-
cionarna Sredingerova jednacina, tzv. Viler-de Vitova jednacina, (u
ovom slucaju) Kantovski-Saks modela unutrasnjosti Svarcsildove crne
rupe:

- 1 A2 A2 242 a2
H\I/(U,U) == _m(ﬂ'u—ﬂ'v) —‘/()Mpl(u — v ) \I/(u,'l)) :07
(43)
ili u obliku (u koordinatnoj reprezentaciji):
ok P o s
{3u2+602+w (u—v )} U(u,v) =0, (44)

gde je w = 2V0M§l = 4‘;‘&. Ovo je jednacina kvantnog dekuplovanog
dvooscilatornog sistema sa nultom ukupnom energijom. Metodom
razdvajanja promenljivih, stavljajuéi u (44) da je ¥y, n,(u,v) =

tn, (W) Ty, (v) dobijamo svojstvena stanja:

\I]nhnz(u’v) = H’Tll(U’)Tnz(’U)

- () [r]

gde su ny,n2 € Ny kvantni brojevi svojstvenih stanja dva dekuplo-
vana oscilatora. Iz normalizacionog uslova koji zadovoljavaju Ermi-
tovi polinomi H,(z):

X

/ h e Hy(2) Hyp(2) dz = 2" /7016 pm, (46)

—00

sledi uslov ortonormiranosti svojstvenih stanja (45):

// Uy s (U, 0) W iy (0, 0) dudv = 8y imy Ong ms - (47)

12



Sa druge strane, stavljajuéi da je Uy, n, = |[n1,n2) iz (45) imamo:
7:[ |n1ﬂ n2> - (nl - Tl2) |n17n2> =0, (48)

odakle sledi da je n; = ng = n.

Tada ¢e opSte reSenje Viler-de Vitove jednacine (44) biti su-
perpozicija svojstvenih stanja (45) za sve vrednosti kvantnog broja
ny =ng =n € Ny:

V(u,v) = Y CoWpn(u,v)
n=0

N\ 2 o0

(w)z S Cn R (V) (V) (49)

T 2nn)
n=0

§to, u okviru standardnog kvantnog pristupa, interpretiramo kao ta-
lasnu funkciju stanja unutrasnjosti Svarcsildove crne rupe prezento-
vane preko Kantovski-Saks minisuperprostornog modela.

6. Adeli¢cna talasna funkcija modela

U trecoj glavi je razmatran p-adi¢ni vakuumski Kantovski-Saks model
i za njega je pokazana egzistencija p-adi¢nih talasnih funkcija oblika
Qi funkcije. To odmah znaci da je model i adeli¢an, odnosno da se
za njega moze konstruisati adeli¢na talasna funkcija kao beskonacni
proizvod talasne funkcije stanja W(u,v) iz standradne kvantne kos-
mologije, reprezentovane izrazom (49) koju u p-adi¢nom/adeli¢nom
pristupu oznacavamo i sa W(°)(u, v), p-adiénih talasnih funkcija
stanja datih sa (29) i (31) i vakuumskih stanja Q(|ul,)Q(|v],) [18, 19]:

\Ij(adel.)(u’v) — \IJ(OO)(U,’U)
x T Q0" lulp) 2" [v])5(p" = lulp)5 (0" — lo],)
peM
x T Qdulp)vly), (50)
pg¢gM

gde je M konacan skup prostih brojeva. Drugim rec¢ima adeli¢na
talasna funkcija ¥(@9¢) (4, v) sadrzi konaéno mnogo p-adi¢nih talasnih
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funkcija (29) i (31), razli¢itih od vakuumskog stanja Q(|ul,)2(|v]p).
Ako bi skup M bio beskonacan tada talasna funkcija W(del) (y, v)
viSe ne bi pripadala Hilbertovom prostoru nad adelima.

Postoji posebno (osnovno) vakuumsko adeli¢no stanje u kome su
sva p-adi¢na stanja omega funkcije Q(|ul,)Q2(|v]p):

g (s 0) = 0 o) [Tl 2l D)

gde je \I/éoo) (u,v) osnovno stanje u realnom slucaju, dato samo prvim

sabirkom u (49) tj. za n = 0.

Na ovom mestu treba istac¢i da se interpretacija rezultata p-adi¢ne
kvantne mehanike vrsi u okviru formalizma adeli¢ne koja, kao opstija,
obuhvata p-adi¢nu i standardnu kvantnu mehaniku. Naime, rezultati
svih merenja pripadaju skupu racionalnih brojeva Q). To znaéci da u
tom skupu treba interpretirati i teorijske rezultate. Sa druge strane
skup @ je zajednicki i za polje p-adi¢nih brojeva @, i za polje realnih
brojeva Q. Zbog toga uzimamo da su minisuperprostorne koordi-
nate racionalni brojevi. Obzirom da je @ = ZU (Q \ Z), gde je Z
skup celih brojeva, koordinate u i v mogu uzimati vrednosti ili iz Z
iliiz Q\ Z.

Kvadrat modula adeli¢ne talasne funkcije |\I!(‘“lel')(u,v)|io pred-
stavlja gustinu verovatnoce da za dati model odredene vrednosti min-
isuperprostornih koordinata w i v budu realizovane. Za slucaj os-
novnog vakuumskog adeliénog stanja ¥ (4, v) dobijamo da je:

2

2 (o0)
\Ij(()adel.) (’LL, ’U)’ _ ‘\IIO (U, ’U)’OO , u,v € Z, (52)
oo 0, u,v € Q\ Z.

Odavde vidimo da ¢e se adelitna gustina verovatnoce svesti na gustinu
verovatnoée u standardnoj kvantnoj mehanici, tj. adelicna preéi
na standardnu kvantnu mehaniku, u sektoru osnovnog vakuumskog
stanja (Sto je na rastojanjima koja su mnogo veéa u odnosu na
Plankovu duzinu), za celobrojne, odnosno diskretne, vrednosti min-
isuperprostornih koordinata u i v [5]. Ovu diskretnost smo u uvodu
pomenuli kao zajednicku osobinu p-adi¢nog/adeli¢nog i nekomuta-
tivnog pristupa u kvantnoj kosmologiji.
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7. Zakljucak

U ovom radu prezentovali smo dinamiku unutrasnjosti nerotirajuce
i nenaelektrisane, Svarcsildove, crne rupe kao dinamiku homogenog i
anizotropnog Kantovski-Saks minisuperprostornog kosmoloskog mod-
ela. Odredili smo klasi¢no dejstvo i Fejnmanove propagatore u p-
adi¢nom i nekomutativhom slu¢aju. Posebno, za p-adi¢ni model
odredeni su uslovi za egzistenciju vakuumskih p-adi¢nih stanja. Zatim
smo, u okviru standardne komutativne kvantne kosmologije, napisali
Viler-de Vitovu jednac¢inu modela i odredili njeno resenje odnosno
talasnu funkeiju ¥(u,v) kojom je opisana kvantna dinamika un-
utrasnjosti Svarcsildove crne rupe. Na kraju smo odredili adeli¢nu
talasnu funkciju kao proizvod realne i vakuumskih p-adi¢nih talasnih
funkcija modela.

Vazno pitanje za dalje istrazivanje je pitanje klasi¢nog limita tj.
predikcije klasi¢nih stanja modela iz njegove talasne funkcije. U
tom smislu od interesa je razmatranje klasi¢no-kvantne koresponden-
cije preko korelacije klasi¢ne trajektorije u konfiguracionom prostoru
promenljivih u i v (koju dobijamo iz (19) eliminacijom ¢) i maksimuma
kvadrata modula talasne funkcije iz (49) [12].

Na kraju, jo$§ jednom primetimo da smo u ovom radu razma-
tranje osobina geometrije prostor-vremena unutrasnjosti Svarcsildove
crne rupe preko dinamike vakuumskog Kantovski-Saks modela
u klasitnom, p-aditnom i kvantnom (komutativnom ili nekomu-
tativnom) slucaju sveli, respektivno, na razmatranje dinamike
klasi¢nog, p-adi¢nog ili kvantnog sistema dva dekuplovana oscilatora
jednakih frekvenci od kojih jedan ima negativnu energiju (po apsolut-
noj vrednosti jednaku energiji onog drugog oscilatora). Pri tome treba
ukazati na moguénost interpretacije ovih oscilatora kao dva gravita-
ciona stepena slobode, pri ¢emu se jedan odnosi na unutrasnjost crne
rupe, koja u ovoj interpretaciji ima energiju +FE jednog oscilatora, a
drugi stepen slobode na unutrasnjost (ponekad nazvane i spoljasnjost)
tzv. "bele rupe” sa energijom drugog oscilatora —F (povezanih
prostorno-vremenskim tunelom, Ajnstajn-Rozenovim mostom, ”cr-
votocinom”). Ova interpretacija pruza nam moguénost odredivanja
kvantnih nivoa energije unutrasnjosti crne/bele rupe iz Viler-de Vitove
jednacine, kao i moguénost razmatranja termodinamike modela bez
problema vezanih za primenu jedini¢ne particione funkcije ovakvog
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sistema oscilatora. Naime, primenom Fejnman-Hibsove procedure na
deo Viler-de Vitove jednacine koji se odnosi na samo jedan oscila-
tor, kojom je opisana dinamika crne/bele rupe, mogu se dobiti odgo-
varajucée entropije sa kvantnim korekcijama.
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Dodatak A. Koeficijenti o;; i KZjE

Neka jo A = 2550 B = 2% i A = —24B[l -
cos(Q1T) cos(Q2T)] + (A% + B?)sin(T) sin(QT) # 0, tada:

a1 = %[—AB + B%sin(T) sin(QT) + AB cos(1T) cos(Q:T)],
A %[AB(COS(QQT)—cos(QlT))],

a1 = %[B sin(Q7T) cos(2T) — Asin(2T) cos(,.T)],

A %[A sin(QuT) — Bsin(Q1T)],

as = %[AB sin(Q1T) cos(QeT) — B? cos(T) sin(QT)],

ayy = %[32 sin(Q,7) — ABsin(Q,7))],

Qo3 = %[B — Beos(T) cos(2T) — Asin(Q7T) sin(Q2T)],
T %[B(cos(ﬂlT) —cos(227))],
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1
A

az1 = —[~AB+ ABcos(T) cos(QoT) + A%sin(Q,T) sin(QaT)],

S %[AB(COS(QlT)—cos(QgT))],

gy — %[Asin(QQT)cos(QlT)—Bsin(QlT)cos(QQT)],

o %[Asin(QQT)—Bsin(QlT)},

g1 = %[AB cos(QT) sin(QeT) — A% sin(Q,T) cos(QT)],

gy = %[A2 sin(17) — ABsin(Q.T)],

3 = %[A — Bsin(Q17) sin(QeT") — A cos(217T) cos(Q21)],

o = 5 [Alcos(DT) — cos(T))] (53)
K = KF@Q)=01F49)[1 + 0?wHQiFw?] - 200 A(w? + w?),
Kf = KFQ)=01FB)[(1 + 0202 Tw? - 20Q B(w? £ w?),
Ky = Ki@i,Q)

= [+ )N RFO|(FABFAL B+, (54)
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